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Ubungsblatt 7

Wir wollen mit Z, die Menge {0, ...,p — 1} bezeichnen. Aulerdem sei Z; = Z, \ {0}.

Aufgabe 1. (Quadratische Reste modulo p)
Sei p eine ungerade Primzahl und betrachte auf Z; die Multiplikation modulo p.

a) Berechnen Sie fiir p € {3,5, 7} die Menge der quadratischen Reste modulo p, d.h. jeweils
die Menge R, = {2? | z € Z}}.

b) Geben Sie eine Vermutung fir die Anzahl der Elemente in der Menge R, in Abhéingigkeit
von p. Begriinden Sie Ihre Vermutung.

c¢) Berechnen Sie fiir p € {3,5,7} und a € Z; die Elemente
alBel
d) Formulieren Sie eine Vermutung, wie Sie entscheiden kénnen, ob eine Zahl modulo p be-

trachtet ein Quadrat ist. Um Ihre Vermutung zu beweisen, diirfen Sie eine Variante des
kleinen Satzes von Fermat verwenden: Es gilt fur alle a € Z;:

abP~t=1.

Aufgabe 2. (Modulare Quadratwurzeln & Chinesischer Restsatz I)

a) Fir Primzahlen p mit p = 3 mod 4 ist die Berechnung der modularen Quadratwurzeln

einer Zahl a € R, besonders einfach. Zeigen Sie, dass fiir solches p und a die modularen
Quadratwurzeln gerade gegeben sind durch +a"i.

(Firp =1 mod 4 gibt es z.B. den Shanks-Tonelli- Algorithmus, den wir in der Vorlesung
betrachten werden.)

b) Betrachten Sie die simultanen Kongruenzen

r=a; mod my,

T =as mod ms.
Zeigen Sie: Fir r, s € Z mit rmq + smg = 1 ist
T = a;8me + asrmg

eine Losung der simultanen Kongruenzen. Solche Zahlen r, s konnen Sie beispielsweise mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnen.
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c¢) Berechnen Sie eine Losung der simultanen Kongruenzen

r =27 mod 29,
=3 mod 5.



